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Аннотация. Конструируется случайное поле, описывающее стохастическое электромаг­
нитное поле в диэлектрической среде, которое порождается ее тепловыми флуктуациями. Это 
поле является гауссовским. Оно описывается стохастической динамической системой, эволю­
ционными уравнениями которой являются уравнения Максвелла с аддитивным шумом. При 
этом шум определяется локальными флуктуациями заряда в среде, вызванными тепловыми 
колебаниями атомов диэлектрической среды.
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1. Постановка задачи. Понятно о стохастическом электромагнитном ноле возни­
кает естественным образом при описании электромагнитного ноля, имеющего тепловое 
происхождение. Происхождение такой точки зрения восходит к работам, связанным с 
построением статистической физики теплового излучения абсолютно черного тела (см., 
например, 11-21), Однако, в то время авторы стохастической концепции относительно 
теплового электромагнитного ноля не могли последовательно использовать формализм 
теории вероятностей при построении его статистической теории. Это связано с тем, что 
соответствующего ее раздела -  теории случайных процессов, в рамках которого можно 
было бы реализовать идею о статистическом описании теплового электромагнитного 
ноля, еще не существовало. В более позднее время, когда математическая теория слу­
чайных процессов уже достигла того уровня зрелости и, пользуясь ее представлениями, 
стало допустимым конструирование вероятностных моделей случайных эволюциониру­
ющих во времени нолей, то есть появилась возможность, по-новому, подойти к задаче 
математического описания теплового электромагнитного ноля (см., например, моногра­
фии |3, 4|), Отметим в этой связи, что основным здесь является не тепловое излучение 
в вакууме, изучение которого более относится к вопросам квантовой оптики, в кото­
рой, в настоящее время, имеются хорошо разработанные физические представления и 
математические методы, а именно процессы излучения, поглощения и переноса элек­
тромагнитного излучения в среде (главным образом, твердотельной), тесно связанного 
с тепловыми колебаниями составляющих ее атомов (молекул). Изучение этих процессов 
с макроскопической точки зрения относится к разделу теоретической физики, которая 
называется теорией переноса излучения. Предметом же изучения статистической тео­
рии теплового излучения являются микроскопические процессы, которые .нежат в ос­
нове такого переноса изучения, то есть, в конце концов, ее цепью является обоснование
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основных положений, на которых покоится эта теория, и их уточнение. Это находится 
в полной аналогии с теми традиционными задачами статистической физики, решение 
которых, согласно основной идее статистического подхода, должно обеспечивать кон­
кретной информацией о зависимостях между макроскопическими характеристиками 
сред при изучении в них макроскопических эволюционных процессов.
При исследовании процессов переноса теплового электромагнитного излучения в 
среде центральным является вопрос о физических микроскопических механизмах, по­
средством которых этот перенос осуществляется. Исходя из представления о том, что 
на микроскопическом уровне электромагнитные процессы, происходящие в твердом те­
ле, носят квантовый характер и поэтому должны описываться в рамках представлений 
квантовой теории, следовало бы строить статистическую теорию переноса теплового из­
лучения на основе таких представлений. Однако, в настоящее время мы еще далеки от 
создания такой последовательной теории. Более того, так как процессы переноса излу­
чения в твердотельных средах играют заметную роль только при достаточно больших 
температурах, то можно было бы, на начальном этане развития теории, ограничиться 
построениями, основанными на классической электродинамике процессов излучения и 
поглощения электромагнитного излучения. Но создание даже такой теории в рамках 
статистической физики сопряжено с большими трудностями, так как это требует после­
довательного описания кинетических процессов атомов твердого тела и электромагнит­
ного излучения. В связи с этим, в уже цитировавшихся выше монографиях развивался 
иной иолуфеноменологический подход, основанный на описании кинетики тепловых 
флуктуаций электромагнитного излучения в твердом теле. При этом случайные флук­
туации излучения математически описывались посредством математического аппарата 
теории случайных процессов. Настоящая работа направлена на развитие такого иодхо-
В рамках указанного нолуфеноменологического подхода к изучению процессов пе­
реноса теплового излучения в среде центральным является вопрос о выборе модели 
стохастического электромагнитного ноля, на основе которой возможно было бы вычис­
ление потока энергии теплового электромагнитного излучения, описывающего локаль­
ный банане тепла в каждой малой области среды. Именно дивергенция этого потока 
входит в качестве одного из слагаемых в уравнение переноса тепла в среде.
В более ранних публикациях |5-7| одного из авторов настоящего сообщения был ис­
следован частный случай стохастического электромагнитного ноля -  т.п. гауссовская 
.модель со статистически независимыми и эквивалентными электрической и магнитной 
составляющими, которая естественна в том случае, когда имеется физическая малость 
величины ноля в среднем квадратичном. Существенным недостатком теории являлось 
то, что механизм генерации излучения в ней математически связывался со случайными 
флуктуациями электрической восприимчивости среды, что не могло объяснить, адек­
ватным образом, поглощение излучения, и, следовательно, его перекачку в тепловую 
энергию колебаний атомов среды. В этой работе мы предлагаем другую модель, ос­
нованную на представлениях о флуктуациях заряда в среде, имеющих место, даже в 
диэлектриках, на масштабах порядка нескольких средних расстояний между атомами, 
и, соответственно, вызванных этими флуктуациями заряда флуктуациях электриче-
ского тока на тех же пространственных масштабах. В рамках такой модели, но на­
шему мнению, ввиду феноменологической связи между интенсивностью флуктуаций и 
их затуханием (т.н. флуктуационно-диееииационная теорема), естественным образом, 
возможно объяснение механизма переноса теплового электромагнитного излучения в 
среде.
Работа состоит из двух частей. В настоящей первой части мы строим математи­
ческую модель стохастического электромагнитного ноля в диэлектрической среде. В 
следующей второй части вычислены парные корреляционные функции стохастическо­
го электромагнитного ноля, которые полностью определяют его распределение веро­
ятностей и, тем самым, полностью определяют физические характеристики теплового 
электромагнитного излучения, моделью которого это иоле служит.
2. П остр оен и е  м одели . Как известно, физические характеристики электромаг­
нитного ноля в среде подчинены уравнениям Максвелла, которые представляют собой 
дифференциальные связи
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между, соответственно, Е, Н  напряженностями электрического и магнитного нолей и 
D , В  электрической и магнитной индукциями в среде и j , р -  плотности электрических 
тока и заряда.
Эта система является переопределенной. Для ее совместности, то есть дня суще­
ствования у нее решения, необходимо, чтобы величины р и j были связаны дифферен­
циальной связью
которая называется уравнением, непрерывности за,ряда.
Дня того чтобы система (1) представляла собой систему дифференциальных уравне­
ний, к ней должны быть добавлены функциональные связи между парами величин В, D  
и Н, Е, понижающие число независимых нолей. Эти связи называются .материальными 
уравнениями. В рамках линейной электродинамики, без учета магнитоэлектрических 
эффектов, они имеют вид
1 <9D 4тг
с sF  + - j  =  [v - H ]. (V .D )  =  4 ^  
=  —[V ,Е ] , (V ,B )  =  0 ,
c. at
( 1)
( 2 )
A ( x , i ) =  /  dy £ i j ( x - y , t -  s )E j(y ,s )d s (3)
-Bj(x, t ) =  dy p ,i j ( -x -y ,t  -  s )H j(y ,s )d s (4)
2 Мы используем общепринятые индексные обозначения и правила их использования для векторных 
н тензорных величин. Далее, все иижиие индексы пробегают значения 1. 2. 3.
Кроме того, должна быть задана связь между плотностью тока j с нолями Е и Н, так 
как эта плотность не является полностью независимым внешним источником в уравне­
ниях (1). При тех же предположениях, что и выше, эта связь записывается следующим 
образом:
122 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ ЩШ Серия: Математика. Физика. 2015. №5(202). Вып. 38
Здесь j является источником электромагнитных волн. В рассматриваемом нами слу­
чае, этот источник имеет флуктуационное происхождение и, следовательно, носит сто­
хастический характер. Среднее значение флуктуаций тока будем считать равным пулю 
(j (х, £)) =  0, где угловые скобки здесь и далее будут обозначать усреднение но распре­
делению вероятностей тепловых флуктуаций.
Дня диэлектрической среды, исследуемой в настоящей работе, мы будем считать, 
что эффекты пространственной и временной дисперсии среды носят несущественный 
характер. Поэтому, в указанных интегральных преобразованиях, ядра ву(х, t),
0V/(x, t) пропорциональны 8(t)8(x.). Кроме того, среду полагаем локально ироетраиетвешю- 
изотроиной, то есть тензорная структура этих ядер имеет тривиальный характер. Та­
ким образом,
£ i j ( x , t )  =  s8i j  8 ( х )  8 ( t - 0 ) , Lkj (x , t )  =  uSij 8 ( x )  8 ( t - 0 ) , <7y(x, t) =  a 8i:j 8 ( x )  8 ( t - 0 ) . (6)
В этих условиях материальные уравнения (3-5) принимают вид
где е,/л -  диэлектрическая и магнитная проницаемости, соответственно, а а -  некото­
рая эффективная проводимость, которая определяется конструируемой нами моделью 
стохастического электромагнитного ноля, имеющего тепловое происхождение.
В дальнейшем, нам построение математической модели флуктуационного электро­
магнитного ноля будут основаны на пространственных фурье-комнонентах физических 
величин. В связи с этим, введем фурье-комноненты плотностей электрических заряда 
и тока
dy
/
<7fc/(x -  у, t -  s)E i(у, s)ds +  j fc(x, t ) . (5)
D (x , t) =  eE (x, t ) , B (x , t) =  p H (x , t)
j ( x , i )  =  <tE(x, t) +  j(x , t) (7)
p ( k , i ) =  [  p(x, t)e  t(k’x)d x , j(k , t) =  [  j (x , i )e  t(k’x)d:'x
его флуктуациошюй части
а также, -  фурье-комноненты электрического и магнитного нолей
Е ( М ) =  [  Е (x ,t )e - t(k’x)d x , H ( k , i ) =  [  H (x ,t)e -* (k'x)dx
J  R3 J  R3
и электрической и магнитной индукций
D (k ,t )=  f  D(x, i)e_t(k,x)dx , B (k ,t )=  f  B(x, i)e_t(k,x)d x .
J  R3 J  R3
Тогда уравнения Максвелла (1-4), дня фурье-компонент, принимают вид
р  — А-тг _  ~ _  _  4-7Г?
-  Е Н (егЕ +  j) =  г[k, Н] , (к, Е) = ------- -р(к, t) , (8 )
c. c. £
-  Й(к, t) = —г[к, Ё ] , (к, Н) = 0. (9)С
Кроме того, из уравнения непрерывности (2) электрического заряда следует
P +  *(k,j) =  0
или, после подстановки выражения
j ( M )  =  <тЁ(М) +  j(k,i) , (10)
следующего из (7), получаем
p +  7p +  z(k,j) =  0, (11)
4:7Г <7
 =  7 >  0 .
S
В силу вещественности всех пространственно-распределенных физических характе­
ристик, их фурье-комноненты обладают свойствами
Ei (k, t) =  E i ( - к, t) , Я г (к, t) =  H i ( - к, t) ,
D t (к, t) =  D i( -к ,  t) , B t (к, t) =  B t{ - k, t) ;
P*(k, t) =  p(—k, t) , j /  (k, t) = j l( - k , t ) .
Построение математической модели стохастического электромагнитного ноля завер­
шается определением векторного случайного процесса j(k, £) В настоящей работе мы 
принимаем простейшую модель. А именно, мы будем считать, что имеется случайное 
комилекенозначное гауссовское иоле векторное иоле V’/(k), I =  1,2,3 иа пространстве 
волновых векторов к с нулевым средним значением. Выбор в пользу модели гауссовско­
го случайного ноля связан с тем, что оно является хорошей (с точки зрения близости 
вычисляемых на ее основе значений средних физических величин) моделью при мало­
сти с.нучайных флуктуаций.
Комилекенозначное гауссовское случайное иоле с нулевым средним полностью ха­
рактеризуется нарой корреляционных функций
К 1т(к, к') =  <V’/(k)V> (к ')) , Llm(к, к') =  (V,/(k)V’m(k/)) •
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Потребуем, чтобы фурье-иреобразование этого ноля было вещественным с вероятно­
стью единица. Это означает, что с вероятностью единица дня каждой реализации вы­
полняется соотношение /^’*(k) =  к) дня любого волнового вектора к. Это требова­
ние приводит к тому, что
К 1т(к, к') =  Llm(к, - к ' )  ,
и поэтому такое случайное комилекенозначное иоле полностью определяется только од­
ной корреляционной функцией, в качестве которой мы далее примем функцию Kim(к, к').
Мы принимаем в этой работе модель случайного процесса j(k ,t ) ,  которая определя­
ется формулой
j(k , t) =  Lp(t)ip(k) , (12)
где символом (pit) мы обозначаем обобщенный случайный процесс «белого шума», опре­
деляющего временную зависимость. При таком определении, случайные зависимости от 
времени и от пространственных переменных (представленных волновыми векторами к) 
статистически независимы. При этом, так как на случайное гауссовское иоле V>(k) с ну­
левым средним значением на пространстве волновых векторов k G М3 не накладывается 
никаких ограничений, и поэтому, в общем случае, Rei/?(k) и Im ^ (k ) -  статистически 
зависимые гауссовские ноля, В частном случае модель флуктуационного тока можно 
упростить, положив эти вещественные случайные ноля статистически независимыми.
Независимость временной зависимости от пространственной в принятой модели дня 
плотности флуктуационного электрического тока оправдывается тем, что при иссле­
довании тепловых электромагнитных колебаний представляет интерес область малых 
длин волн, соответствующая видимым световым волнам и инфракрасной области спек­
тра, где сосредоточены волны в интересующем нас диапазоне температур. Тогда ти­
пичные значения волновых векторов к дня волн испускаемых флуктуационным источ­
ником таковы, что |к|—1 намного превосходят среднее расстояние между атомами, на 
котором формируются тепловые флуктуации заряда в среде. В этой ситуации за пе­
риод колебаний теплового излучения, распространяемого внутри среды, совершается 
очень большое число тепловых колебаний атомов, формирующих временную зависи­
мость флуктуационного источника.
Подстановка выражения (12) в (11) дает стохастическое уравнение, определяющее 
случайный процесс флуктуаций заряда
p +  7p +  -ip (t)(k ,^ (k )) =  0,
которое показывает, что заряд представляет собой комилекснозначный элементарный 
гауссовский процесс но времени t (если (k, ч/?(к)) ф 0 тождественно, т.е. не равен нулю 
продольный флуктуационный ток), реальная и мнимая части которого статистически 
зависимы или независимы, в зависимости от того, зависимы или независимы статисти­
чески реальная и мнимая части случайного ноля ^ (к ). Причем временная и простран­
ственная зависимости статистически независимы. Временная зависимость определяется
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интегралом с дифференциалом ip(t)dt =  dw(t) но вииеровскому процессу,
При t —> оо случайный процесс p(k, t) приближается комилекеиозиачиым стационарным 
марковским гауссовским процессом, аналогичным известному процессу Орпштейпа- 
Уленбека,
Заметим, что динамическое уравнение дня заряда согласуется с условием p*(k,t) =
Задание распределения вероятностей случайного процесса j(k,t), вместе с распре­
делением вероятностей начальных состояний компонент электромагнитного ноля пол­
ностью определяет стохастическое электромагнитное иоле. Так как случайный процесс 
j(k,t) является гауссовским, то, в силу линейности связей (8, 9, 10) между его ком­
понентами и компонентами электромагнитного ноля, стохастическое электромагнитное 
иоле является также гауссовским. Наконец, так как процесс j(k, £) обладает нулевым 
средним значением, то стохастическое электромагнитное иоле также обладает пулевы­
ми средними значениями дня электрической и магнитной составляющих (E j(k ,t))  =  0, 
(H j(k ,t )) =  0, j  =  1,2,3, если их начальные состояния имеют нулевые средние зна­
чения. В дальнейшем, Нашей задачей является вычисление корреляционных функ-
зом определенного стохастического электромагнитного ноля, которые его полностью 
характеризуют.
3. Траектории случайного процесса (Ё(к, t), Н(к, £)). Вычисление корреляци­
онных функций электромагнитного ноля, подчиняющегося уравнениям (8),(9), в нашем 
случае, ввиду постоянства коэффициентов в системе уравнений (8),(9), наиболее просто 
выполнить, решив эволюционные уравнения дня нолей Е ( М ) ,Н ( М ) .  Здесь мы решим 
эту задачу, чтобы впоследствии завершить стохастического электромагнитного ноля в 
диэлектрической среде. Неудобством при решении уравнений является наличие требо­
вания иа поперечные составляющую ноля E(k,t) (второе уравнение в (8)). С целью 
устранения этого положения, введем иоле
p(k,t) =  e 7*p(k, 0) — г (к, ч/>(к)) /  е s^Lp(s)ds.
о
р ( - М ) .
Е (М ) - Н ^ р о ( М ) - ^  =  F(k, t) (13)
которое уже будет поперечным,
(k,F) =  (к,Ё) +  — р =  0. (14)
Так как из (8) следует, то
^  47Г (7 т  с г,
Е  + 7Е Н  j = г—[k, Н ,
£ £
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и, следовательно,
-ц 47гг к ~ /- . к 47г л ,сГ1 47Гт
F = Е + —  ■ —2 р = - 7(е + ,Т 2 Т  р) + г-\к, Н] -  T j± ,
где введена функция jj_(k, £), которая представляет фурье-комноненты плотности по­
перечного флуктуациоппого тока,
(15)
Тогда система уравнений дня нары нолей F и Н имеет следующий вид
F + 7 F = •с п wi 4уг^  г -  k ,H  j± ,
£ £
н с-г-[к,Г].
(16)
Она допускает уже решение в пространстве нар поперечных нолей (F, Н), дня которых 
имеют место (k,F(M)) = 0, (k,H(M))=0.
Запишем систему (16) в векторно-матричной форме
F
Н
4тг /  j_L 
£ V о
(17)
где 6 х 6-матрица G имеет следующий блочный вид
(  —7 I г-Г к,-
\ —г—[к, ■ ] 0
\ f i
(1 обозначает единичную 3 х 3-матрицу).
Введя матрицу S (t) эволюции системы
S (t) =  ехр tj , 
которая имеет ЗхЗ-блочиую структуру
/S {E)(t) S^EH)(t^
S (t) =
Vs{HE)(t) sw(t)
(18)
запишем решение системы (17) в виде
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Матрицу S(t) мы вычислим косвенным образом. Сначала получим из системы (16) 
эволюционное однородное уравнение только для ноля F(k, £), затем найдем его общее 
решение и вычислим функцию H (k ,t) и, наконец, на основании этих двух функцию, 
определяющих общее решение однородной системы уравнений, которая получается из 
(17) обращением в нуль jj_, найдем выражение дня матрицы S (t).
Продифференцируем первое уравнение системы (17) но t. Воспользовавшись вторым 
уравнением (17) и условием нонеречности ноля F, получим уравнение второго порядка 
дня F (M ) ,
с2
F +  7 F +  a2k2F =  0 , а =  —  . (19)
ер
Общее решение этого уравнения имеет вид
F(k, t) =  F + ехр (r+t) +  F_ exp (r_t) , (20)
в котором
г =  r(k) =  (  - a 2 k2)  7 , r± =  r±(k) =  ±  r .
В формуле (19) F +, F_ -  произвольные поперечные векторы. Из условия (k, F (t)) =  0 
при всех t >  0 с.недует, что эти векторы поперечные (k, F ±) =  0.
Подставляя общее решение (19) в
; J L [ k , f  +  7 F ] = H ,
получим
H (k ,t ) =  j ^ j ( r _ [ k , F +]e’-+‘ +  r+[ k ,F _ K - ‘ )  , (21)
где мы воспользовались тождествами г± +  7  =  гт.
Теперь наша задача состоит в том, чтобы выразить векторы F +, F_ через начальные 
данные F(k, 0) =  F 0, H (k ,0 ) =  Н 0. Полагая в (19) и (21) t =  0, получим систему 
уравнений дня векторов F +, F _ ,
nk2 -
F 0 =  F + +  F , - г — Ho =  r _ [k ,F +] +  r+ [k ,F _ ] .
Так как [k ,F 0] = [k ,F  ] + [k ,F _], то из этой системы находим
k, F , I =  ± —
- ’ ±J 2r
rk2 -
r± [k ,F „] +  j — Ho (22)
где мы воспользовались тождеством r+ — r_ =  2г. Умножим векторно на к полученные 
выражения и воспользуемся нонеречностью векторов F , F , В результате, получим
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Подстановка выражений (22) и (23) в (20) и (21) дает дам окончательные выражения 
дня нолей F ( M )  и н(М) в зависимости их от начальных данных,
F(k, t) =  ^ ( ( r +F 0 -  *~[k, H 0]) exp (r+t) -  (r_ F 0 -  z^ [k ,H 0])exp , (24)
— %s {  — ck2 — — ck2 — \
H (k, t) =  -  (r_ (r+ [k ,F 0] +  *— H 0) exp (r+t) -  r+ (r _ [k ,F 0] +  i— H 0) exp (r_t) J .
Полученные выражения представим в пространстве нар векторов (F, Н)
'F ( M )
(25)
H (k, t)
1
2 г
(  r+F 0 — г—[k , Н 0] \ /  г F n - z - [k ,H n l  \
ехр (r+t)
V
£cl г , r_H 0 — г  k, F,
— ехр (r_t)
_ с  о — AAoj
£
£cl г , г Но -  г  к, F,
где мы воспользовались тождеством г+г_ =  а2к2. Отсюда следует, что матрица эволю­
ции S(t) =  exp(Gt) определяется следующие ее действием на вектор (Fo,H o):
ехр (Gt)
F 0
■ Н0>
(  г+ 1 —»-[  к, -]\ (  —г_ 1 * -[к , -]Л '
1
2 г
ехр (r+t)
£
+  ехр (r_t)
£
,еа2 , ,еа2 ,
Ik - '1 Г 1 у ! М - г + 1  ) .
Выпишем теперь 3 х 3-блоки эволюционной матрицы S (t):
1
S^ ( t )  =  ехР (r+ )^ — r-  ехР (r-^ ))  1 ’
s^H\ t)  =  exp (r+^0— r+ exp (r-^ )) i  ■>
S|EH,(() =  - ^ ( e x p ( r +i ) - e x p  (r _ ( ) )  [k, •], SiHE>(t) =  ( ^ )  S iEH>(t.).
(26)
(27)
(28)
4. В ы в од ы . Мы построили, uo нашему мнению, простейшую стохастическую ди­
намическую модель генерации стохастического электромагнитного ноля, осуществля­
ющего радиационно-кондуктивный перенос тепла в конденсированной среде. В этой 
части работы нами были вычислены в явном виде траектории случайного процесса, 
соответствующего этой модели. При этом мы не упрощали ситуацию заведомо, а про­
водили вычисления в наиболее общем виде, допускаемым моделью. Так, в простейшей 
ситуации, можно положить, что продольный флуктуационный ток равен нулю, так как
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его наличие не соответствует описанию реальной физической ситуации. В этом случае 
F (k ,t) =  E (k ,t). Кроме того, естественно с физической точки зрения положить, что 
реальная и мнимая части плотности флуктуационного тока статистически независимы. 
В следующей части работы мы вычислим корреляционные функции стохастического 
электромагнитного ноля, в рамках построенной модели.
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STOCHASTIC ELECTROMAGNETIC FIELDS IN DIELECTRIC MEDIUM.
1. MODEL CONSTRUCTION  
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Abstract. The stochastic model that describes random electromagnetic field in dielectrics 
caused by heat fluctuations in them is built. This field is gaussian. Evolutions equations of the 
system are Maxwell’s ones with additive noise. The noise is determined by charge fluctuations in 
the medium. They are caused by thermal oscillations of dielectric medium atoms.
Key words: stochastic electromagnetic field, gaussian random field, Maxwell’s equations, sto­
chastic model, correlation function.
